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Niech f :[a,b] > R bedzie funkcja ograniczong. Oznaczmy

m:= inff([a’vb])v M := Supf([a’b])'
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Niech f :[a,b] > R bedzie funkcja ograniczong. Oznaczmy

m=inf f([a,b]), M :=sup f([a.b]).
Podziatem P przedziatu [a, b] nazywaé bedziemy skoiczony ciag zg,z1,. .., Tk
taki, ze

a=x0<T1<...<Tp_1<xK=0>.
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Niech f :[a,b] > R bedzie funkcja ograniczong. Oznaczmy

m=inf f([a,b]), M :=sup f([a.b]).
Podziatem P przedziatu [a, b] nazywaé bedziemy skoiczony ciag zg,z1,. .., Tk

taki, ze
a=x0<T1<...<Tp_1<xK=0>.

Srednica podziatu P nazywamy
8(P) :=max{Az;: ie{l,...,k}},
gdzie Ax; =x; —x;-1, 1€ {1,...,k}. Niech dla
m; = inf f([zio1,2:]), M;:=sup f([xi-1,2:]), i€{l,...,k}.

Dolna (gérna) suma catkowa podziatu P nazywamy (odpowiednio)

k k
s(P) =Y miAx;, (S(P) = Mimi).

i=1 =1
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=

llustracja: dolnej sumy catkowe;j i gbrnej sumy catkowej
podziatu P = (zg, 1, T2, T3, %4, 5) funkcji f na przedziale [a, b]
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Jezeli P, P’ s3 dwoma podziatami przedziatu [a,b] oraz P c P’, méwimy, ze P’
jest podpodziatem podziatu P.
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Jezeli P, P’ s3 dwoma podziatami przedziatu [a,b] oraz P c P’, méwimy, ze P’

jest podpodziatem podziatu P.

Ciag podziatéw (P,,) przedziatu [a,b] nazywamy normalnym, jesli
limp—e6(Pr) = 0.

Oznacza to, ze gdy n rosnie, to uzyskane podprzedziaty (czyli czesci, na ktére

dzielimy przedziat [a,b]) s3 coraz mniejsze.

Uwaga 1
Q@ m(b-a)<s(P)<S(P)<M(b-a)

Anna Bahyrycz Catka oznaczona Riemanna 5/44



Jezeli P, P’ s3 dwoma podziatami przedziatu [a,b] oraz P c P’, méwimy, ze P’
jest podpodziatem podziatu P.
Ciag podziatéw (P,,) przedziatu [a,b] nazywamy normalnym, jesli
limp—e6(Pr) = 0.

Oznacza to, ze gdy n rosnie, to uzyskane podprzedziaty (czyli czesci, na ktére
dzielimy przedziat [a,b]) s3 coraz mniejsze.
Uwaga 1

Q@ m(b-a)<s(P)<S(P)<M(b-a)

Q jezeli P’ jest podpodziatem podziatu P, to

s(P)<s(P), S(P)<S(P)
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Jezeli P, P’ s3 dwoma podziatami przedziatu [a,b] oraz P c P’, méwimy, ze P’

jest podpodziatem podziatu P.

Ciag podziatéw (P,,) przedziatu [a,b] nazywamy normalnym, jesli
limp—e6(Pr) = 0.

Oznacza to, ze gdy n rosnie, to uzyskane podprzedziaty (czyli czesci, na ktére

dzielimy przedziat [a,b]) s3 coraz mniejsze.

Uwaga 1

Q@ m(b-a)<s(P)<S(P)<M(b-a)
Q jezeli P’ jest podpodziatem podziatu P, to
s(P)<s(P), S(P')<S(P)
Q jezeli (P,,) jest normalnym ciggiem podziatéw, to istnieja granice

limy,— 00 $(Pr) oraz limy, o S(Pp)

@ powyzsze granice nie zaleza od wyboru normalnego ciagu podziatéw,
nazywamy je odpowiednio catka dolna (gdrna) funkcji f i oznaczamy
odpowiednio

b b
f f(x)dx = 7}1_{1010 s(Pn), / f(x)dx = 7}1_&10 S(Pr)
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Definicja 1

Funkcja ograniczona f : [a,b] - R jest catkowalna w sensie Riemanna gdy jej
catka dolna jest réwna cafce gornej.
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Definicja 1

Funkcja ograniczona f : [a,b] - R jest catkowalna w sensie Riemanna gdy jej
catka dolna jest réwna cafce gornej.
Te wspdlng wartos¢ nazywamy catka oznaczona Riemanna funkcji f w przedziale

[a,b] i oznaczamy symbolem
b
/ f(x)dz.
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W powyzszej cafce liczbe a nazywamy dolng granica catkowania, liczbe b gérna
granica catkowania, natomiast f funkcja podcatkowa.
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Definicja 1

Funkcja ograniczona f : [a,b] — R jest catkowalna w sensie Riemanna gdy jej
catka dolna jest réwna cafce goérnej.
Te wspdlng wartos¢ nazywamy catka oznaczona Riemanna funkcji f w przedziale

[a,b] i oznaczamy symbolem
b
/ f(x)dz.

W powyzszej cafce liczbe a nazywamy dolng granica catkowania, liczbe b gérna
granica catkowania, natomiast f funkcja podcatkowa.
Ponadto przyjmujemy, ze

[aa f(x)dz =0, '[ba f(x)dx = - fabf(w)dx.

O m(b-a) < [’ f(z)dzx < M(b-a)

Anna Bahyrycz Catka oznaczona Riemanna 6/44



Definicja 1

Funkcja ograniczona f : [a,b] — R jest catkowalna w sensie Riemanna gdy jej
catka dolna jest réwna cafce goérnej.
Te wspdlng wartos¢ nazywamy catka oznaczona Riemanna funkcji f w przedziale

[a,b] i oznaczamy symbolem
b
/ f(x)dz.

W powyzszej cafce liczbe a nazywamy dolng granica catkowania, liczbe b gérna
granica catkowania, natomiast f funkcja podcatkowa.
Ponadto przyjmujemy, ze

[aa f(x)dz =0, '[ba f(x)dx = - fabf(w)dx.

O m(b-a) < [’ f(z)dzx < M(b-a)
@ jezeli dla dowolnego e > 0 istnieje podziat P przedziatu [a,b] taki, ze
S(P)-s(P)<e, to f jest catkowalna w sensie Riemanna
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Przyjrzyjmy sie, w jaki sposéb mozna obliczy¢ catke oznaczona Riemanna
korzystajac z definicji.

Przyktad 1

Obliczy¢ catke oznaczong funkcji statej f przyjmujacej wartos¢ c € R na przedziale
[a,b].
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Przyjrzyjmy sie, w jaki sposéb mozna obliczy¢ catke oznaczona Riemanna
korzystajac z definicji.

Przyktad 1

Obliczy¢ catke oznaczong funkcji statej f przyjmujacej wartos¢ c € R na przedziale
[a,b].

Funkcja f jest ograniczona oraz m; = M; = c dla kazdego Ax; c [a,b], bo f jest
funkcja stata. Rozwazajac dowolny ciag podziatéw normalnych (P,,) odcinka [a,b]
otrzymujemy

f cdr = hm s(Prn) = hm Z:CA:Ez

= ¢ lim ZAml—c hm(xl—aco)+ +(mn—xn_1):c lim (b—a) =c(b-a)

n—00 3
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i analogicznie —

f cdz = lim S(P,) = lim ) cAz; =c(b-a).

a
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Przyjrzyjmy sie, w jaki sposéb mozna obliczy¢ catke oznaczona Riemanna
korzystajac z definicji.

Przyktad 1

Obliczy¢ catke oznaczong funkcji statej f przyjmujacej wartos¢ c € R na przedziale
[a,b].

Funkcja f jest ograniczona oraz m; = M; = c dla kazdego Ax; c [a,b], bo f jest
funkcja stata. Rozwazajac dowolny ciag podziatéw normalnych (P,,) odcinka [a,b]
otrzymujemy

f cdr = hm s(Prn) = hm Z:CA:Ez

= ¢ lim ZA% =¢ hm (xl —xo)+ ...+ (mn—xn_l) =clim (b-a)=c(b-a)
n—oo

n—00 3

i analogicznie —

f cdz = lim S(P,) = lim ) cAz; =c(b-a).

a

Poniewaz catki dolna i gérna z funkcji statej przyjmujacej wartos¢ c € R na
przedziale [a,b] sa réwne, wiec catka oznaczona z tej funkcji na przedziale [a,b]
istnieje oraz b

/cdx: c(b-a).

a
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Wykazemy teraz, ze nie kazda funkcja ograniczona jest catkowalna.

Przyktad 2

Pokazad, ze funkcja Dirichleta okreslona wzorem

1 da 2z€Q
f(x)z{o dla zeR\NQ

nie jest catkowalna w sensie Riemanna na przedziale [a,b] c R.

Anna Bahyrycz Catka oznaczona Riemanna

8/44



Wykazemy teraz, ze nie kazda funkcja ograniczona jest catkowalna.

Przyktad 2

Pokazad, ze funkcja Dirichleta okreslona wzorem

1 dla 2z€Q
f(“:):{o dla zeR\NQ

nie jest catkowalna w sensie Riemanna na przedziale [a,b] c R.

Funkcja f jest ograniczona oraz m; =0 i M; =1 dla kazdego Ax; c [a,b],

bo w kazdym przedziale sa zaréwno liczby wymierne jak i niewymierne.
Rozwazajac dowolny ciag podziatéw normalnych (P, ) odcinka [a,b] otrzymujemy

b n n
[ f(z)dz = lim s(P,) = lim > 0-Az;=0- lim » Az;=0-(b-a)=0
Ja_ oo n=ee el

n

b n
/ f(z)dz = lim S(P,) = lim > 1-Az; = lim ) Az, =b-a.

n—>o0 *
i=1

zas
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Wykazemy teraz, ze nie kazda funkcja ograniczona jest catkowalna.

Przyktad 2

Pokazad, ze funkcja Dirichleta okreslona wzorem

1 dla 2z€Q
f(m):{o dla zeR\NQ

nie jest catkowalna w sensie Riemanna na przedziale [a,b] c R.

Funkcja f jest ograniczona oraz m; =0 i M; =1 dla kazdego Ax; c [a,b],

bo w kazdym przedziale sa zaréwno liczby wymierne jak i niewymierne.
Rozwazajac dowolny ciag podziatéw normalnych (P, ) odcinka [a,b] otrzymujemy

b n n
[ f(z)dz = lim s(P,) = lim > 0-Az;=0- lim » Az;=0-(b-a)=0
Ja_ oo n=ee el

n

b n
/ f(z)dz = lim S(P,) = lim > 1-Az; = lim ) Az, =b-a.

n—>o0 *
i=1

zas

Poniewaz catki dolna i gérna z funkgcji Dirichleta na dowolnym przedziale [a,b] sa
rézne wiec catka oznaczona Riemanna z tej funkcji na przedziale [a,b] nie istnieje.
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Przyktad 3

Oszacowad wartos¢ catki )
[ V1+ 24 d.
0
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Przyktad 3

Oszacowad wartos¢ catki

2
f V1+ 24 d.
0

Obliczenie tej catki nie bytoby fatwym zadaniem.
Zauwazmy, ze dla kazdego x € [0,2] zachodza nieréwnosci 0 < z* < 16, a zatem
1<1+x*<17. Poniewaz funkcja pierwiastkowa jest funkcja rosnaca, to

1<V1+at< V1T,
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Przyktad 3

Oszacowad wartos¢ catki

2
f V1+ 24 d.
0

Obliczenie tej catki nie bytoby fatwym zadaniem.
Zauwazmy, ze dla kazdego x € [0,2] zachodza nieréwnosci 0 < z* < 16, a zatem
1<1+x*<17. Poniewaz funkcja pierwiastkowa jest funkcja rosnaca, to

1<V1+z4<V1T.

Skoro dtugos¢ przedziatu catkowania wynosi 2, to na mocy Uwagi 2 dostajemy
nastepujace oszacowanie wartosci catki:

2
2 < f V1t 2t dz < 2VIT.
0
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Warunki wystarczajace catkowalnosci

Twierdzenie 1

Funkcja ciagta na przedziale [a,b] jest catkowalna w sensie Riemanna na tym
przedziale.
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Warunki wystarczajace catkowalnosci

Twierdzenie 1

Funkcja ciagta na przedziale [a,b] jest catkowalna w sensie Riemanna na tym
przedziale.

Twierdzenie 2

| \

Funkcja monotoniczna na przedziale [a,b] jest catkowalna w sensie Riemanna na
tym przedziale.
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Warunki wystarczajace catkowalnosci

Funkcja ciagta na przedziale [a,b] jest catkowalna w sensie Riemanna na tym
przedziale.

Funkcja monotoniczna na przedziale [a,b] jest catkowalna w sensie Riemanna na
tym przedziale.

Twierdzenie 3

Funkcja, ktéra ma skoriczong liczbe punktéw nieciagtosci w przedziale [a,b] jest
catkowalna w sensie Riemanna na tym przedziale.
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Korzystajac z definicji catki oznaczonej Riemanna obliczy¢

2
[ x dx.
0

v
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- rZyK1ad 4

Korzystajac z definicji catki oznaczonej Riemanna obliczy¢

2
f x dx.
0

Funkcja podcatkowa f(x) = x jest funkcja ciagta, stad na mocy Twierdzenia 1
catka ta istnieje. Zatem przy dowolnym wyborze ciaggu podziatéw normalnych
odcinka [0,2] catka dolna i gérna sa réwne. Mozemy wiec wybrac jeden
szczegblny ciag podziatéw normalnych ('P,,) odcinka [0,2] w taki sposéb, by
fatwo byto obliczy¢ granice lim,,, oo S(Py,).
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- rZyK1ad 4

Korzystajac z definicji catki oznaczonej Riemanna obliczy¢

2
f x dx.
0

Funkcja podcatkowa f(x) = x jest funkcja ciagta, stad na mocy Twierdzenia 1
catka ta istnieje. Zatem przy dowolnym wyborze ciaggu podziatéw normalnych
odcinka [0,2] catka dolna i gérna sa réwne. Mozemy wiec wybrac jeden
szczegblny ciag podziatéw normalnych ('P,,) odcinka [0,2] w taki sposéb, by
fatwo byto obliczy¢ granice lim,, .+ S(Py,). Dla ustalonego n wybierzmy punkty
podziatu x; = %i, wéwczas M; = %z dla i=1,...,n. Kazdy z odcinkéw [x;_1,x;]
ma te sama dtugos¢ Ax; = % Oznacza to, ze

0(Py) = %7 a stad nl_l)riloo 5(Py) = 0.
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rZyKiad 4

Korzystajac z definicji catki oznaczonej Riemanna obliczy¢

2
f x dx.
0

Funkcja podcatkowa f(x) = x jest funkcja ciagta, stad na mocy Twierdzenia 1
catka ta istnieje. Zatem przy dowolnym wyborze ciaggu podziatéw normalnych
odcinka [0,2] catka dolna i gérna sa réwne. Mozemy wiec wybrac jeden
szczegblny ciag podziatéw normalnych ('P,,) odcinka [0,2] w taki sposéb, by
fatwo byto obliczy¢ granice lim,, .+ S(Py,). Dla ustalonego n wybierzmy punkty
podziatu x; = %i, wéwczas M; = %z dla i=1,...,n. Kazdy z odcinkéw [x;_1,x;]
ma te sama dtugos¢ Ax; = % Oznacza to, ze

5(P)= =, astad lim (P) =

Uwzgledniajac to mozemy wykonac nastepujace obliczenia:

2 2 n 4 »
/ zdr = f zdx = lim S(P,) = lim ZMiAIZ— lim Z(fz) lim —221
0 0 n—00 n—oo i n—oo {7 —oo N i

4 1 1
hm— (1+2+-- +n):lim—~mz2hm Ty,

n—oo N2 n—oo N2 2 n—oo 1
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Analizujac Przyktad 4 otrzymujemy nastepujacy

Jezeli funkcja f jest catkowalna na przedziale [a,b], to

S f@ydo= i [P 3 p(ari 0]
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Analizujac Przyktad 4 otrzymujemy nastepujacy
Whiosek 1

Jezeli funkcja f jest catkowalna na przedziale [a,b], to

[ @y do tim [P0 5 plasi 20

Przyktad 5

Korzystajac z definicji catki oznaczonej Riemanna uzasadni¢ réwnosc:

1242240402 1
hm —3 = —.
n—>+o0o n 3

i
| :
A\
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Analizujac Przyktad 4 otrzymujemy nastepujacy
Whiosek 1

Jezeli funkcja f jest catkowalna na przedziale [a,b], to

[ @y do tim [P0 5 plasi 20

n

Przyktad 5
Korzystajac z definicji catki oznaczonej Riemanna uzasadni¢ réwnosc:
12422 4+...4n2 1

lim —— = —-.
n—+oo n3 3

| A

W rozwigzaniu skorzystamy z Whiosku 1. Mamy

iy Dy [L S (LY]

n—+oo n3 n—+oo b

We wzorze z Whiosku 1 przyjmujemy [a,b] = [0,1] oraz f(z)=x? i dostajemy

12422 +... 4 n? 1
lim — = T [ z? dx  (dalej z Twierdzenia Newtona-Leibniza).
0

n—>+00 n3

Anna Bahyrycz Catka oznaczona Riemanna

12/ 44



Drugie zasadnicze twierdzenie rachunku catki oznaczone;j

Riemanna opisujace zwigzek miedzy catka oznaczong i nieoznaczona
Twierdzenie 4 ( Newtona- Leibniza)

Jezeli f : [a,b] — R jest funkcja ciagta, to ma ona funkcje pierwotna F oraz

fa " H(a)dz = F(b) - F(a).
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Drugie zasadnicze twierdzenie rachunku catki oznaczone;j

Riemanna opisujace zwigzek miedzy catka oznaczong i nieoznaczona
Twierdzenie 4 ( Newtona- Leibniza)

Jezeli f : [a,b] — R jest funkcja ciagta, to ma ona funkcje pierwotna F oraz

fa " H(a)dz = F(b) - F(a).

Réznice wartosci funkcji pierwotnej na koncach przedziatu wystepujaca w
powyzszym wzorze zapisujemy réwniez w nastepujacy sposéb:

F(m)[ = F(b) - F(a).
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Drugie zasadnicze twierdzenie rachunku catki oznaczone;j

Riemanna opisujace zwigzek miedzy catka oznaczong i nieoznaczona
Twierdzenie 4 ( Newtona- Leibniza)

Jezeli f : [a,b] — R jest funkcja ciagta, to ma ona funkcje pierwotna F oraz

fa " H(a)dz = F(b) - F(a).

Réznice wartosci funkcji pierwotnej na koncach przedziatu wystepujaca w
powyzszym wzorze zapisujemy réwniez w nastepujacy sposéb:

F(az)[ = F(b) - F(a).

Przyktad 6

Obliczyé:

(a) fol x? dx
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Drugie zasadnicze twierdzenie rachunku catki oznaczone;j

Riemanna opisujace zwigzek miedzy catka oznaczong i nieoznaczona
Twierdzenie 4 ( Newtona- Leibniza)

Jezeli f : [a,b] — R jest funkcja ciagta, to ma ona funkcje pierwotna F oraz

fa " H(a)dz = F(b) - F(a).

Réznice wartosci funkcji pierwotnej na koncach przedziatu wystepujaca w
powyzszym wzorze zapisujemy réwniez w nastepujacy sposéb:

F(az)[ = F(b) - F(a).

Przyktad 6

Obliczyé:

@ fy#? o= (320 =317+ 0~ (307 0) =}
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Drugie zasadnicze twierdzenie rachunku catki oznaczone;j

Riemanna opisujace zwigzek miedzy catka oznaczong i nieoznaczona
Twierdzenie 4 ( Newtona- Leibniza)

Jezeli f : [a,b] — R jest funkcja ciagta, to ma ona funkcje pierwotna F oraz

fa " H(a)dz = F(b) - F(a).

Réznice wartosci funkcji pierwotnej na koncach przedziatu wystepujaca w
powyzszym wzorze zapisujemy réwniez w nastepujacy sposéb:

F(az)[ = F(b) - F(a).

Przyktad 6

Obliczyé:

@ fy#? o= (320 =317+ 0~ (307 0) =}

b

(b) J, sinz dx
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Drugie zasadnicze twierdzenie rachunku catki oznaczone;j

Riemanna opisujace zwigzek miedzy catka oznaczong i nieoznaczona
Twierdzenie 4 ( Newtona- Leibniza)

Jezeli f : [a,b] — R jest funkcja ciagta, to ma ona funkcje pierwotna F oraz

fa " H(a)dz = F(b) - F(a).

Réznice wartosci funkcji pierwotnej na koncach przedziatu wystepujaca w
powyzszym wzorze zapisujemy réwniez w nastepujacy sposéb:

F(az)[ = F(b) - F(a).

Przyktad 6

Obliczyé:

@ fy#? o= (320 =317+ 0~ (307 0) =}

(b) J, sinz dx = (-cosz + C’)|;r

b
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Drugie zasadnicze twierdzenie rachunku catki oznaczone;j

Riemanna opisujace zwigzek miedzy catka oznaczong i nieoznaczona
Twierdzenie 4 ( Newtona- Leibniza)

Jezeli f : [a,b] — R jest funkcja ciagta, to ma ona funkcje pierwotna F oraz

fa " H(a)dz = F(b) - F(a).

Réznice wartosci funkcji pierwotnej na koncach przedziatu wystepujaca w
powyzszym wzorze zapisujemy réwniez w nastepujacy sposéb:

F(az)[ = F(b) - F(a).

Przyktad 6

Obliczyé:

@) fodo = (384 C)| =329 +0~ (-0%+C) -

(b) [y sinz dx = (—COS.CL’+C)|;r =—cosm+C —(-cos0+C)=1+C+1-C=2.
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Witasnosci catki oznaczone;j

Twierdzenie 5 (O liniowosci catki oznaczonej)

Niech f,g: [a,b] > R beda funkcjami catkowalnymi w sensie Riemanna i niech
a, B € R. Wéwczas

fab (af(z) + Bg(z))dz = o [ab flx)dz+ ng(x)dx_
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Witasnosci catki oznaczone;j

Twierdzenie 5 (O liniowosci catki oznaczonej)

Niech f,g: [a,b] > R beda funkcjami catkowalnymi w sensie Riemanna i niech
a, B € R. Wéwczas

fab (af(z) + Bg(z))dz = o [ab flx)dz+ ng(x)dx_

Twierdzenie 6 (O addytywnosci catki wzgledem przedziatu catkowania)

Niech f:[a,b] - R bedzie funkcjg catkowalng w sensie Riemanna oraz c € (a,b).

Wbéwczas , ) ,
[Z f(x)dx=/a f(ac)da:+/c f(x)dx.
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Przyktad 7

Obliczy¢ 2
f |z| d.
=il
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Przyktad 7
Obliczy¢ 2
f |z| d.
-1
Poniewaz

)

2] = z dla 20
") -z dla z<0

wiec korzystajac najpierw z Twierdzenia o addytywnosci catki wzgledem
przedziatu catkowania, a nastepnie z Twierdzenia Newtona-Leibniza otrzymujemy

2 0 2
f || dm:f || dgc+[ |z| dz
=1 =1 0
0 2 1 .0 1 .2
:f —xdz+f xd:z::——x2| +—x2|
-1 0 2 1 2 o

I 9 1 2 I o 1 o
=——.02-(-Z=.(-1 Z.22_2.0
9 ( 2( ))+2 2

1 1
=— +2=2—
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Twierdzenie 7

Niech f,g:[a,b] > R oraz f bedzie funkcja catkowalna w sensie Riemanna i niech
funkcja g rozni sie od funkcji f tylko w skoriczonej liczbie punktéw. Wéwczas
funkcja g jest catkowalna w sensie Riemanna oraz

' f(x)dx = bg(w)dm.
J, 1@yie= |
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Twierdzenie 7

Niech f,g:[a,b] > R oraz f bedzie funkcja catkowalna w sensie Riemanna i niech
funkcja g rozni sie od funkcji f tylko w skoriczonej liczbie punktéw. Wéwczas
funkcja g jest catkowalna w sensie Riemanna oraz

' f(x)dx = bg(x)dac.
J, 1@yie= |

Twierdzenie 8

Niech f,g:[a,b] = R beda funkcjami catkowalnymi w sensie Riemanna i niech
f(z) < g(x) dla x € [a,b]. Wowczas

fabf(a:)dxé ng(x)dx.
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Twierdzenie 9 (O oszacowaniu wartosci bezwzglednej catki)

Jezeli f jest funkcja catkowalng na przedziale [a,b], to

|fabf(x) dx|£fab|f(:v)|dx_

Anna Bahyrycz Catka oznaczona Riemanna 17 /44



Twierdzenie 9 (O oszacowaniu wartosci bezwzglednej catki)

Jezeli f jest funkcja catkowalng na przedziale [a,b], to

|fabf(x) d:c|£fab|f(:v)|dx_

Twierdzenie 10 (O wartosci $redniej)

Jezeli f jest funkcja ciagta na przedziale [a,b], to istnieje punkt c € [a,b] taki, Ze

£ = [ f(ayan
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Twierdzenie 11

Jezeli funkcje f,g maja ciagte pochodne na przedziale [a,b], to

b b
[ 1@ @)z = 1)g) - f@)g(@) - [ (@)g(@)dr.
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Twierdzenie 11

Jezeli funkcje f,g maja ciagte pochodne na przedziale [a,b], to

b b
[ 1@ @)z = 1)g) - f@)g(@) - [ (@)g(@)dr.

Przyktad 8

Obliczy¢ e
f Inz dz.
1
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Twierdzenie 11

Jezeli funkcje f,g maja ciagte pochodne na przedziale [a,b], to

b b
[ 1@ @)z = 1)g) - f@)g(@) - [ (@)g(@)dr.

Przyktad 8

Obliczy¢ e
f Inz dz.
1

f Inz dz =
1

=zlnx
1

u(z)=Ilnz /()= %
'(z)=1 wv(z)=x

e el
—/ —-xdx
1 I

=zlnx

e
—x‘lze—O—(e—1)=1.
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Twierdzenie 11

Jezeli funkcje f,g maja ciagte pochodne na przedziale [a,b], to

b b
[ 1@ @)z = 1)g) - f@)g(@) - [ (@)g(@)dr.

Przyktad 8

Obliczy¢ e
f Inz dz.
1
w(z)=lnz o/(z)=1
'(z)=1 wv(z)=x

e
f Inz dz =
1
e

=zlnx
1

=zlnx

e el
—f —-xdx
1 I

e
—x‘lze—O—(e—1)=1.

Uwaga. Mozna réwniez najpierw znalez¢ funkcje pierwotna funkcgji  f(z) =Inz
| zastosowac Twierdzenie Newtona-Leibniza, tzn.

flnwdx:xlnx—m+0, a stad f lnxda::(xlnx—x)‘lze—e—(o—l):l.
1

vy
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Niech ¢ : [a,b] = [, 8] i f :[a, 8] = R beda funkcjami ciagtymi. Jezeli ¢ ma
ciagta pochodna na przedziale [a,b], to

b , _e®
[ He@e @z = [ 7 .
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Niech ¢ : [a,b] = [, 8] i [ : [, B8] = R beda funkcjami ciagtymi. Jezeli ¢ ma
ciagta pochodna na przedziale [a,b], to

[ 1o @iz= [* roar
a ¢(a) .

Przyktad 9
Obliczy¢

1
f < dx.
0 Vaz+1

Anna Bahyrycz Catka oznaczona Riemanna 19/44



Niech ¢ : [a,b] = [, 8] i [ : [, B8] = R beda funkcjami ciagtymi. Jezeli ¢ ma
ciagta pochodna na przedziale [a,b], to

[ 1o @iz= [* roar
a ¢(a) .

Przyktad 9
Obliczy¢

1
f < dx.
0 Vaz+1
1 . t=22+1 1 2> gt 9
— =~ dr=|dt=2zds |== | — =i =v2-1.
/0 Va2 +1 Ldt =z de 1V |1
2
Zauwazmy, ze dokonalismy tu nastepujacej zmiany wartosci granic catkowania:
a5 0|1
t=x+1]1]2
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Niech ¢ : [a,b] = [, 8] i [ : [, B8] = R beda funkcjami ciagtymi. Jezeli ¢ ma
ciagta pochodna na przedziale [a,b], to

b , ~ ©(b)
[ He@e @z = [ 7 .

Przyktad 9

Obliczy¢ -
f dx.
0 Vz2+1
1 . t=x2+1 1 2> gt 9
/‘ —do=| di=2zdv |=7 Qizvﬂ -V2-1.
0 1 1 1
e+ 5 dt=xdr

Zauwazmy, ze dokonalismy tu nastepujacej zmiany wartosci granic catkowania:
75 0|1
t=x2+1[1]2

X

Va2+l

Uwaga. Mozna réwniez najpierw znalez¢ funkcje pierwotna funkgji f(x) =

(czyli [ z2+1 dx) i zastosowacé Twierdzenie Newtona-Leibniza.
T

Anna Bahyrycz Catka oznaczona Riemanna 19/44



Na podstawie twierdzenia o catkowaniu przez podstawienie mozemy sformufowaé
nastepujace wnioski.

Whiosek 2 (O cafce z funkgji parzystej w przedziale symetrycznym

wzgledem zera)
Jezeli a jest liczbg dodatnia, natomiast f : [-a,a] - R jest parzysta funkcja

ciagta, to . .
[a f(x) dx = 2[) f(x) dx.
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Na podstawie twierdzenia o catkowaniu przez podstawienie mozemy sformufowaé
nastepujace wnioski.

Whiosek 2 (O cafce z funkgji parzystej w przedziale symetrycznym

wzgledem zera)

Jezeli a jest liczbg dodatnia, natomiast f : [-a,a] - R jest parzysta funkcja

ciagta, to . .
[a f(x) dx = 2[) f(x) dx.

/::f(x)dx:[:f(x)dzz-k/(;af(g;)dx.

Dokonujac w pierwszej z catek wystepujacych w powyzszej sumie podstawienia
T -a |0
t=—xz| a |0

DOWOD.

t = —x i stosownej zmiany granic catkowania otrzymujemy

—faof(—t)dt+[0af(x)dx:/Oaf(—t)dt+f0af(x)dx:2foaf(x)dx.

Ostatnia réwnos$¢ wynika z faktu, ze f jest funkcja parzysta oraz zamiany symbolu
zmiennej catkowania z t na x.
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Rozumujac analogicznie jak powyzej, mozemy otrzymac kolejny wniosek.

Whiosek 3 (O cafce z funkgji nieparzystej w przedziale symetrycznym

wzgledem zera)

Jezeli a jest liczbg dodatnia, natomiast f : [-a,a] - R jest nieparzysta funkcja
ciagfa, to a
/ f(z) dx =0.
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Rozumujac analogicznie jak powyzej, mozemy otrzymac kolejny wniosek.

Whiosek 3 (O cafce z funkgji nieparzystej w przedziale symetrycznym

wzgledem zera)

Jezeli a jest liczbg dodatnia, natomiast f : [-a,a] - R jest nieparzysta funkcja

ciagfa, to a
/ f(z) dx =0.

Powyzsze wnioski maja do$¢ duze znaczenie w praktycznych obliczeniach, gdyz
niejednokrotnie prosciej jest znalez¢é wartos¢ funkeji pierwotnej w zerze niz w —a.
W szczegdlnosdci powyzszy wniosek pozwala natychmiast podaé wartos¢ liczbowa
niektérych catek bez koniecznosci przeprowadzania ztozonych rachunkéw.
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Rozumujac analogicznie jak powyzej, mozemy otrzymac kolejny wniosek.

Whiosek 3 (O cafce z funkgji nieparzystej w przedziale symetrycznym

wzgledem zera)

Jezeli a jest liczbg dodatnia, natomiast f : [-a,a] - R jest nieparzysta funkcja

ciagfa, to a
/ f(z) dx =0.

Powyzsze wnioski maja do$¢ duze znaczenie w praktycznych obliczeniach, gdyz
niejednokrotnie prosciej jest znalez¢é wartos¢ funkeji pierwotnej w zerze niz w —a.
W szczegdlnosdci powyzszy wniosek pozwala natychmiast podaé wartos¢ liczbowa
niektérych catek bez koniecznosci przeprowadzania ztozonych rachunkéw.

Przyktad 10

Obliczy¢ catke oznaczona

s
f x2sinz dx.
—T

Anna Bahyrycz Catka oznaczona Riemanna 21 /44



Rozumujac analogicznie jak powyzej, mozemy otrzymac kolejny wniosek.

Whiosek 3 (O cafce z funkgji nieparzystej w przedziale symetrycznym

wzgledem zera)

Jezeli a jest liczbg dodatnia, natomiast f : [-a,a] - R jest nieparzysta funkcja
ciagfa, to a
/ f(z) dx =0.

Powyzsze wnioski maja do$¢ duze znaczenie w praktycznych obliczeniach, gdyz
niejednokrotnie prosciej jest znalez¢é wartos¢ funkeji pierwotnej w zerze niz w —a.
W szczegdlnosdci powyzszy wniosek pozwala natychmiast podaé wartos¢ liczbowa
niektérych catek bez koniecznosci przeprowadzania ztozonych rachunkéw.

Przyktad 10

Obliczy¢ catke oznaczona

s
f x2sinz dx.
—T

Poniewaz funkcja f(z) = 2*sinx jest nieparzysta funkcja ciagta, gdyz
f(=z) = (~z)%sin(-z) = 2? - (-sinz) = - f(x), a przedziat [-7, 7] jest
przedziatem symetrycznym wzgledem zera, wiec szukana catka jest réwna 0.
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Przykfad 11

Obliczy¢ catke oznaczona
In2 or _ 1
f dx.
-ln2 e*+1
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Przykfad 11

Obliczy¢ catke oznaczona

In2 ,x

e’ -1

[ dx.
-In2 e +1

Pokazemy, ze funkcja ciagta f(x) =

L jest funkcja nieparzysta. Rzeczywiscie

eI+1
=1 e%—l 1-e* er —
f(= m)_ex+1 L+1_1+ew__ex+1__f(m)

eT

Poniewaz ponadto przedziat [-1n2,1n 2] jest przedziatem symetrycznym
wzgledem zera, to szukana catka jest réwna 0.
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Twierdzenie 13

Jezeli funkcja f ma okres T' oraz jest catkowalna w sensie Riemanna na przedziale
[0,T], to dla dowolnego a € R mamy

faMTf(m) da:=fo(w) dz .

(=)
\

Przyktad 12
Obliczy¢ catke:

1+27
f sinx dx.
1
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Twierdzenie 13

Jezeli funkcja f ma okres T' oraz jest catkowalna w sensie Riemanna na przedziale
[0,T], to dla dowolnego a € R mamy

faMTf(m) da:=fo(w) dz .

(=)
\

Przyktad 12
Obliczy¢ catke:

1+27
f sinx dx.
1

1+27 27 27
/ sinz dx = / sinx dx = — cos x|
1 0 0
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Twierdzenie 13

Jezeli funkcja f ma okres T' oraz jest catkowalna w sensie Riemanna na przedziale
[0,T], to dla dowolnego a € R mamy

faMTf(m) da:=fo(w) dz .

(=)
\

Przyktad 12
Obliczy¢ catke:

1+27
f sinx dx.
1

1+27 27 27
/ sinxdmz[ sinxdxz—cosm| =—cos2mr+cos0=-1+1=0.
1 0 0
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Pierwsze zasadnicze twierdzenie rachunku catki oznaczonej
Riemanna

Twierdzenie 14 (O funkcji gérnej granicy catkowania)

Niech f bedzie funkcja catkowalna w sensie Riemanna na przedziale [a, b],
cea,b] iniech

F(z) = /xf(t) dt, «e[a,b].
Wobwczas

@ funkcja F jest ciagta,
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Pierwsze zasadnicze twierdzenie rachunku catki oznaczonej
Riemanna

Twierdzenie 14 (O funkcji gérnej granicy catkowania)

Niech f bedzie funkcja catkowalna w sensie Riemanna na przedziale [a, b],
cea,b] iniech

x
F(z) = f F() dt, ze[ab].
c
Woéwczas
@ funkcja F jest ciagta,
Q Jjezeli f jest funkcja ciagta w punkcie xq € [a,b], to funkcja F jest funkcja

rézniczkowalna w punkcie xy oraz

F'(x0) = f(z0),

przy czym jezeli xg = a lub xy = b, to pochodna funkcji F' w punkcie xq
rozumiemy jako pochodna jednostronna.
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Przyktad 13

Wyznaczy¢ funkcje gérnej granicy catkowania F(z) = [, f(t) dt, z€[-2,3],
Jesli funkcja

x+1 dla -2<z<0
f(x)_{x—l da 0<z<3

Narysowac wykresy funkcji f i F.
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Przyktad 13

Wyznaczy¢ funkcje gérnej granicy catkowania F(z) = [, f(t) dt, z€[-2,3],
jesli funkcja

r+1 dla -2<x<0
f(””)‘{x—1 dla 0<z<3

Narysowac wykresy funkcji f i F.
Wyznaczymy najpierw funkcje gérnej granicy catkowania

[E@t+1)dt dla -2<w<0 iz dla -2<2<0
F(z) = =

fy@t-1)dt dla 0<z<3 2 dla 0O<z<3
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Przyktad 13

Wyznaczy¢ funkcje gérnej granicy catkowania F(z) = [, f(t) dt, z€[-2,3],
jesli funkcja

) = z+1 dla -2<z<0
()= 221 dla 0<z<3

Narysowac wykresy funkcji f i F.
Wyznaczymy najpierw funkcje gérnej granicy catkowania

T(ty1)dt dla -2<x<0 2y odla —2<z<0
0 2

F(z) = =
fyt-1)dt dla 0<z<3 w;_x dla 0<z<3
2 2
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Zastosowania rachunku catkowego

Twierdzenie 15

Jezeli f : [a,b] - R jest nieujemna funkcja ciagta, to pole obszaru D
ograniczonego wykresem funkcji f, osia Ox oraz prostymi x = a | x = b wyraza sie

wzorem b
D= [ 1) da.
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Przyktad 14

Obliczy¢ pole obszaru zawartego pomiedzy wykresami funkcji  f(x) =z +1
g(z) = (v - 1)2, gdzie x € [-1,1] oraz osig Ox.
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Przyktad 14

Obliczy¢ pole obszaru zawartego pomiedzy wykresami funkcji  f(x) =z +1
g(z) = (v - 1)2, gdzie x € [-1,1] oraz osig Ox.

Zauwazmy, ze rozpatrywana figura jest suma dwoéch trapezéw krzywoliniowych
Ty ={(z,y) eR*: 0<y<Vz+1, ze[-1,0]},
T, = {(x,y) € R? 0<y< (x_l)Qv T € [071]}a

wiec jej pole jest rowne sumie pél tych trapezéw.
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Przyktad 14

Obliczy¢ pole obszaru zawartego pomiedzy wykresami funkcji  f(x) =z +1
g(z) = (v - 1)2, gdzie x € [-1,1] oraz osig Ox.

Zauwazmy, ze rozpatrywana figura jest suma dwoéch trapezéw krzywoliniowych
Ty ={(z,y) eR*: 0<y<Vz+1, ze[-1,0]},
T, = {(ac,y) € R? 0<y< (x_l)Qv T € [071]}a
wiec jej pole jest rowne sumie pél tych trapezéw. Korzystajac z interpretacji
geometrycznej catki oznaczonej, otrzymujemy

Dy | = [ Va+1de=2( i
1
IDr,| = fo (z-1)% de = 1(z- 1)3\ -1
1

Szukane pole wynosi zatem |D| = |Dr, | + |DT2| = % z=1
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Niech f,g:[a,b] = R beda funkcjami ciagtymi takimi, ze f(x) < g(x) dla
x € [a,b]. Wéwczas pole obszaru D ograniczonego wykresami funkcji f i g oraz
prostymi x = a i x = b jest réwne

D1= [ (90) - 5(@)) do.

4

Przyktad 15

Znalezé pole figury zawartej miedzy wykresami funkcji f(x) =e™ i g(z) =¢e”
oraz prosta x = 1.
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Niech f,g:[a,b] = R beda funkcjami ciagtymi takimi, ze f(x) < g(x) dla
x € [a,b]. Wéwczas pole obszaru D ograniczonego wykresami funkcji f i g oraz
prostymi x = a i x = b jest réwne

D1= [ (90) - 5(@)) do.

4

Przyktad 15

Znalezé pole figury zawartej miedzy wykresami funkcji f(x) =e™ i g(z) =¢e”
oraz prosta x = 1.

Dla kazdego x €[0,1 ] zachodzi nieréwnos¢ f(x) < g(x), wiec szukane pole
obliczamy w nastepujacy sposéb:

|D| = fol (ez —e’m) dz = (e +e7")
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Definicja 2

Méwimy, ze T jest krzywa zadana parametrycznie, jezeli istnieja funkcje ciagte
p:[a,B8] >R oraz ¢ : [, 8] > R takie, ze

T={(z,y) eR?: z=0(t),y=v(t) dlate[a,B]}.

Twierdzenie 16 (O polu obszaru ograniczonego tukiem krzywej

zadanej parametrycznie)

Niech T' bedzie krzywa zadana parametrycznie, jak jest to opisane w definicji 2.
Zatézmy dodatkowo, ze funkcja ¢ jest rosnaca i ma w kazdym punkcie przedziatu
[a, B] ciagta pochodna, a funkcja v jest nieujemna. Pole |D| obszaru
ograniczonego fukiem krzywej ', odcinkiem osi OX oraz prostymi x = a, x = b,
gdzie a = p(a), b= @(B), wyraza sie wzorem

8
D= [ v (bt
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Obliczymy pole obszaru ograniczonego osiag Ox i jednym tukiem krzywej zwanej
cykloida , ktora zadana jest réwnaniami parametrycznymi

{ z = p(t) == a(t - sint),
y =(t) == a(l - cost),

gdzie a jest ustalong liczba dodatnia.

B R ERRRRRRRRRRRRRERRRRREERRRRRERRRRBRBREEEBEBEEESSEEESBEBESEBEEBSSSSSEEH
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Obliczymy pole obszaru ograniczonego osiag Ox i jednym tukiem krzywej zwanej
cykloida , ktéra zadana jest réwnaniami parametrycznymi

{ x = @(t) := a(t —sint),
y =(t) == a(l - cost),

gdzie a jest ustalong liczba dodatnia.

Cykloida to krzywa opisujaca tor ruchu punktu lezacego na obwodzie kota o
promieniu a, ktére toczy sie bez poslizgu po prostej. Zauwazmy, ze wartosci

y = (t) powtarzaja sie cyklicznie, gdy parametr t przebiega kazdy z przedziatéw
[2km,2(k + 1)7], gdzie k jest liczba catkowita. Dla naszych potrzeb wybierzmy
Jeden z takich przedziatéw, np. [0, 27].

2a

2am

Cykloida
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Zauwazmy, ze ¢'(t) =1(t) 2 0 dla kazdego t € [0, 27], wiec spetnione s3 zatozenia
powyzszego twierdzenia. Zatem

27 27
|D| = / Y(t)p' (t)dt = / a(1-cost)-a(l - cost)dt
0 0
2m 27
= a? [(1 = cost)th = a2 f(l —2cost + cos? t)dt
0 0

21
27 1
=a? (t—ZSint)| +f§(1+0082t)dt
0
0

1 in 2t \ |27
= a2 (27r+—(t+sm )| )=a2(27r+7r)=37ra2.
2 2 0
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Twierdzenie 17

Zatézmy, ze funkcja f : [a, 8] - [0, 00) jest ciggta 0 < 8 — a < 2. Jezeli krzywa
dana jest w biegunowym uktadzie wspétrzednych réwnaniem r = f(¢), to pole

obszaru D ograniczonego wykresem funkcji f oraz potprostymi ¢ =« i ¢ =3
wyraza sie wzorem

Di=1 [“rao=1 [" (1) do.
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e —
Wyznaczmy pole figury ograniczonej przez kardioide, czyli krzywa zdefiniowana
biegunowo za pomoca przepisu

r=a(l+cos¢), gdzie ¢e[-m ],

przy czym a jest ustalong liczba dodatnia. Gdy wartosci kata ¢ rosng od 0 do Z.,
to wartosci cosinusa maleja od 1 do 0, a wiec promien r maleje od

a(1+cos0) =2a do a(1+cos §) = a. Z kolei, gdy ¢ rosnie od 3 do , to wartosci
funkcji cosinus maleja od 0 do -1, a wiec promien r maleje od a do

a(1 + cosm) = 0. Ponadto promieri r rosnie od 0 do 2a dla kata ¢ zmieniajacego
sie od —m do 0. Poniewaz wykres funkcji cosinus jest symetryczny wzgledem osi

Oy, to kardioida jest symetryczna wzgledem osi Ozx.

SEa8%

Kardioida
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Korzystajac z powyzszego twierdzenia i symetrii rozpatrywanego obszaru
wzgledem osi Oz, otrzymujemy

/B s
1
D[=2-= [ 2dé= [ >(1+cosd)2dp=a? [ (1+2cos@+cos? $)do
2!7‘ / + cos aof 9cos b+ cos
=a2[¢|2+281n¢‘;r+0[%(1+c052¢)d¢]=a [WJF ¢| 1 sm2¢‘ ]

= 24> |:7T + g] = 371a’.
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Twierdzenie 18 (dtugo$¢ krzywej zadanej parametrycznie)

Zatézmy, ze funkcje @, : [a,b] > R maja ciagte pochodne. Wéwczas dtugos¢
krzywej L = {(p(t),¥(t)) : t €[, B]} wyraza sie wzorem

- [\ (o) + ()
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Twierdzenie 18 (dtugo$¢ krzywej zadanej parametrycznie)

Zatézmy, ze funkcje @, : [a,b] > R maja ciagte pochodne. Wéwczas dtugos¢
krzywej L = {(p(t),¥(t)) : t €[, B]} wyraza sie wzorem

- [\ (o) + ()

Whiosek 5 (dtugosé krzywej)

Zatézmy, ze funkgja f : [a,b] - R ma ciggta pochodna. Wéwczas dtugos¢ krzywej
L={(z,f(x)): x¢€la,b]} wyraza siec wzorem

|L| = fab\/ 1+ (f’(:z:))zd:c.
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Przyktad 18

Obliczy¢ dtugosc linii tancuchowej cosh x = %(e“c + e‘””), gdzie x € [-1,1].
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Przyktad 18

Obliczy¢ dtugosc linii tancuchowej cosh x = %(e“c + e‘””), gdzie x € [-1,1].

Mamy f'(z) = %(ez - e_f”) - funkcja ciagta
\,__/ oraz

, ] 44X -2+

e’ +el? L+(f'(x) 2o2re Tove

fwy =t ) 1 :
e +2+e72® (ex + €_x)
-1 0 1 = =

4 4
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Przyktad 18

Obliczy¢ dtugosé

linii faficuchowej cosh z = 1 (e” +e7™™), gdzie x € [-1,1].

Mamy f'(z) = %(ez - e_f”) - funkcja ciagta

\’__/ oraz . o
1) et 47 1+ (f’(x))2 - 44_6%
gl ==
2 e 4+ 2+e727 (6$+€_’”)2
-1 0 1 = =
4 4

Zatem

22
|L|=[11\/1+(f’(1:))2d:1:=[11 \‘%dzz?folé(ez+em)dx
1

—e% 7

=e-el-(1-1)=e-el.
0
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Whiosek 6
Zatézmy, ze funkcja f : [a, 3] > [0, 00) ma ciggta pochodng 0 < B — a < 27. Jezeli

krzywa L dana jest w biegunowym ukfadzie wspétrzednych réwnaniem r = f(¢)
a < ¢ <G, to jej dtugos¢ wyraza sie wzorem

= [ aae- [ \/ (70)) "+ (71(9)) o
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Twierdzenie 19 (O objetosci bryty powstatej z obrotu tuku krzywe;

zadanej parametrycznie wokét osi Ox)

Niech T' bedzie krzywa zadana parametrycznie, jak jest to opisane w definicji 2.

Zatézmy dodatkowo, ze funkcje p,1 maja ciagte pochodne oraz funkcja ¢ jest
rosnaca lub malejaca, a funkcja 1 jest nieujemna. Objetosci bryty powstafej z
obrotu tuku krzywej T' wokét osi Ox wyraza sie wzorem

B
V== [ v30)1¢ (t)lat
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Twierdzenie 20 (objetos¢ bryty obrotowej)

Niech f:[a,b] — R bedzie nieujemna funkcja ciagta, D obszarem ograniczonym
wykresem funkgcji f, osia Ox oraz prostymi x = a i x = b. Wdwczas objetosc bryty
obrotowej V' powstatej w wyniku obrotu obszaru D dookotfa osi Ox jest réwne

b
\4 =7rfa 2(z) dz.
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Twierdzenie 20 (objetos¢ bryty obrotowej)

Niech f : [a,b] = R bedzie nieujemna funkcja ciagta, D obszarem ograniczonym
wykresem funkgcji f, osia Ox oraz prostymi x = a i x = b. Wdwczas objetosc bryty
obrotowej V' powstatej w wyniku obrotu obszaru D dookotfa osi Ox jest réwne

b
V| = W[a 2(z) dz.

Twierdzenie 21 (objeto$¢ bryty obrotowej)

Niech f: [a,b] = R (a > 0) bedzie nieujemna funkcja ciagta, D obszarem
ograniczonym wykresem funkcji f, osia Ox oraz prostymi x = a i x =b. Wdwczas
objetosc bryty obrotowej V' powstatej w wyniku obrotu obszaru D dookota osi Oy
wyraza sie wzorem

\4 :27r/bxf(:v) dx.
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Przyktad 19

Korzystajac z Twierdzenia o objetosci bryty powstatej przez obrét wykresu funkcji
jednej zmiennej wokdt osi Ox obliczy¢ objetosc stozka, ktérego wysokosS¢ jest
réwna h, a promien jego podstawy wynosi r.

vy
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Przyktad 19

Korzystajac z Twierdzenia o objetosci bryty powstatej przez obrét wykresu funkcji
jednej zmiennej wokdt osi Ox obliczy¢ objetosc stozka, ktérego wysokosS¢ jest
réwna h, a promien jego podstawy wynosi r.

Zauwazmy, ze stozek ten powstaje z obrotu odcinka o koricach w punktach
A=(0,0) i B=(h,r)(h>0,r>0) wokét osi Ox. Ogdlnie prosta przechodzaca
przez punkty (xa,ya) oraz (zp,yp) mozemy opisac za pomocg réwnania

y—yA=M(m—:cA), czyli u nas yzix, gdzie z € [0,h].

I —TA

vy
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Przyktad 19

Korzystajac z Twierdzenia o objetosci bryty powstatej przez obrét wykresu funkcji
jednej zmiennej wokdt osi Ox obliczy¢ objetosc stozka, ktérego wysokosS¢ jest
réwna h, a promien jego podstawy wynosi r.
Zauwazmy, ze stozek ten powstaje z obrotu odcinka o koricach w punktach
A=(0,0) i B=(h,r)(h>0,r>0) wokét osi Ox. Ogdlnie prosta przechodzaca
przez punkty (xa,ya) oraz (zp,yp) mozemy opisac za pomocg réwnania

Y-—ya= M(m -x4), czyliunas y-= zx, gdzie z € [0,h].

IR — XA h

Szukana objetos¢ mozemy zatem obliczy¢ w nastepujacy sposob:
hrp (2 r2 his 2 1 g 1,
|V|:7T[0 (ﬁx) dx:ﬁﬁfo zidr=—=m--x |O:fﬂ'r h.
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Twierdzenie 22 (O polu powierzchni bryty powstatej z obrotu tuku

krzywej zadanej parametrycznie wokét osi Ox)

Niech T' bedzie krzywa zadana parametrycznie, jak jest to opisane w definicji 2.

Zatézmy dodatkowo, ze funkcje p,1 maja ciagte pochodne oraz funkcja ¢ jest
rosnaca lub malejaca, a funkcja 1 jest nieujemna. Pole powierzchni bryty
powstaftej z obrotu tuku krzywej I' wokdt osi Ox wyraza sie wzorem

B
IPl=2r [ w() V@O + @Ot

Anna Bahyrycz Catka oznaczona Riemanna
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WIErazenie pole powierzchni ObDrotowe|

Niech f : [a,b] = R bedzie funkcja nieujemna z ciagta pochodna, P powierzchnig
powstata w wyniku obrotu krzywej L = {(z, f(z)) : x € [a,b]} dookota osi Ox.
Wobweczas pole powierzchni P wyraza sie wzorem

|P| =2 fabf(x)\h + (f’(x))2 da.
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WIErazenie pole powierzchni ObDrotowe|

Niech f : [a,b] = R bedzie funkcja nieujemna z ciagta pochodna, P powierzchnig
powstata w wyniku obrotu krzywej L = {(z, f(z)) : x € [a,b]} dookota osi Ox.
Wobweczas pole powierzchni P wyraza sie wzorem

b / 2
|P|z27r[1 f(x) 1+(f’(x)) dx.
Przyktad 20

Obliczy¢ pole powierzchni obrotowej P powstatej przez obrét tuku sinusoidy
f(x) =sinz, gdzie x € [0, 7] wokdt osi Ox.

| \

A\
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WIErazenie pole powierzchni ObDrotowe|

Niech f : [a,b] = R bedzie funkcja nieujemna z ciagta pochodna, P powierzchnig
powstata w wyniku obrotu krzywej L = {(z, f(z)) : x € [a,b]} dookota osi Ox.
Wobweczas pole powierzchni P wyraza sie wzorem

b / 2
|P|:27rfa f(x) 1+(f’(x)) dx.
Przyktad 20

Obliczy¢ pole powierzchni obrotowej P powstatej przez obrét tuku sinusoidy
f(x) =sinz, gdzie x € [0, 7] wokdt osi Ox.

Poniewaz funkcja sinx na przedziale [0, 7] jest nieujemna i ma ciagta pochodna,
to pole powierzchni P wyraza sie wzorem

|P| =2 [ sinav/1 + cos? z dx

A\
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WIErazenie pole powierzchni ObDrotowe|

Niech f : [a,b] = R bedzie funkcja nieujemna z ciagta pochodna, P powierzchnig
powstata w wyniku obrotu krzywej L = {(z, f(z)) : x € [a,b]} dookota osi Ox.
Wobweczas pole powierzchni P wyraza sie wzorem

b / 2
|P|:27rfa f(x) 1+(f’(x)) dx.
Przyktad 20

Obliczy¢ pole powierzchni obrotowej P powstatej przez obrét tuku sinusoidy
f(x) =sinz, gdzie x € [0, 7] wokdt osi Ox.

Poniewaz funkcja sinx na przedziale [0, 7] jest nieujemna i ma ciagta pochodna,
to pole powierzchni P wyraza sie wzorem

t=cosx
|P| =2 [ sinaV/1+ cos? x dx = Zt_:o—:s:r;:z_:cix =-27 ffl V1+t?dt

r=m=>t=-1

A\
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WIErazenie pole powierzchni ObDrotowe|

Niech f : [a,b] = R bedzie funkcja nieujemna z ciagta pochodna, P powierzchnig
powstata w wyniku obrotu krzywej L = {(z, f(z)) : x € [a,b]} dookota osi Ox.
Wobweczas pole powierzchni P wyraza sie wzorem

b / 2
|P|:27rfa f(x) 1+(f’(x)) dx.
Przyktad 20

Obliczy¢ pole powierzchni obrotowej P powstatej przez obrét tuku sinusoidy
f(x) =sinz, gdzie x € [0, 7] wokdt osi Ox.

Poniewaz funkcja sinx na przedziale [0, 7] jest nieujemna i ma ciagta pochodna,
to pole powierzchni P wyraza sie wzorem

t=cosx
|P| =2 [ sinaV/1+ cos? x dx = Zt_:o—:s:r;:z_:cix =-27 ffl V1+t?dt

r=m=>t=-1

1 1 1 1
227r/ V1+e dt:47rf V1+2 dt:--~:47r(§t\/1+t2+§1n|t+\/1+t2|)|
-1 0

1
0

A\
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WIErazenie pole powierzchni ObDrotowe|

Niech f : [a,b] = R bedzie funkcja nieujemna z ciagta pochodna, P powierzchnig
powstata w wyniku obrotu krzywej L = {(z, f(z)) : x € [a,b]} dookota osi Ox.
Wobweczas pole powierzchni P wyraza sie wzorem

b / 2
|P|:27rfa f(x) 1+(f’(x)) dx.
Przyktad 20

Obliczy¢ pole powierzchni obrotowej P powstatej przez obrét tuku sinusoidy
f(x) =sinz, gdzie x € [0, 7] wokdt osi Ox.

Poniewaz funkcja sinx na przedziale [0, 7] jest nieujemna i ma ciagta pochodna,
to pole powierzchni P wyraza sie wzorem

t=cosx
|P| =2 [ sinaV/1+ cos? x dx = it_:o—:s:r;:icix =-27 ffl V1+t?dt

r=m=>t=-1

1 1 1 1 1
227r/ \/1+t2dt=47rf \/1+t2dt:--~:47r(§t\/1+t2+§ln|t+\/1+t2|)|0
-1 0
= 2n(v/2 + In(1 +v2) - (0+0)) = 2rv/2 + 2w In(1 + V2).

Anna Bahyrycz Catka oznaczona Riemanna
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Twierdzenie 24 (pole powierzchni obrotowe;j)

Niech f :[a,b] = R (a > 0) bedzie funkcja nieujemna z ciagta pochodna. Wdwczas
pole powierzchni P powstatej w wyniku obrotu krzywej
L={(z, f(x)): z€[a,b]} dookota osi Oy wyraza sie wzorem

|P| =27r/abx\/1+(f’(x))2 dz.

Anna Bahyrycz Catka oznaczona Riemanna 43 /44



Zastosowania catki oznaczonej w fizyce

Twierdzenie 25 (droga przebyta w ruchu zmiennym)

Punkt materialny porusza sie ze zmienng szybkoscig v : [0,T] — R (ciagfa),
Ty, T» € [0,T]. Droga przebyta przez ten punkt w czasie od T\ do T jest réwna

s = /TT2 v(t) dt.

1
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Zastosowania catki oznaczonej w fizyce

Twierdzenie 25 (droga przebyta w ruchu zmiennym)

Punkt materialny porusza sie ze zmienng szybkoscig v : [0,T] — R (ciagfa),
Ty, T» € [0,T]. Droga przebyta przez ten punkt w czasie od T\ do T jest réwna

s = /TT2 v(t) dt.

1

4

Twierdzenie 26 (praca wykonana przez zmienng site)

Zatézmy, ze réwnolegle do osi Ox dziata zmienna sita F : [a,b] - R (ciagta).
Praca wykonana przez te site od punktu a do punktu b jest réwna

W:/abF(x) dx.
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